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复数 域 上 二 元 超越 扩张 的 硅 干 性 质 * 


能 胜利 曾 宪 权 
(郑州 大 学 系统 科学 与 数学 系 郑州 450052) 


摘要 ”讨论 复数 域 上 超越 扩 域 的 代数 扩张 是 研究 一 般 域 扩 张 的 重要 途径 ,本 文 考虑 了 如 下 的 
问题 : 设 * 是 C 上 超越 元 ,z 十 一 aa 天 0oECc, 则 代数 扩张 CCGx,OV/CCGe,P) 具 有 何 
种 性 质 . 证 明了 对 于 某 些 三 元 组 (te,n) ,CCGax,DD 一 CGOerP). 

关键 词 ”代数 扩 域 ;超越 扩 域 ;超越 元 
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众所周知 ,复数 域 是 代数 闭 域 ,那么 为 了 讨论 一 般 特征 零 代数 扩 域 的 性 质 ,通常 采取 的 
办 法 是 首先 在 复数 域 上 添加 若干 超越 元 ,得 到 复数 域 的 一 个 超越 扩 域 ,再 做 的 某 个 于 域 
,使 为 rF 上 的 代数 扩张 . 

本 文 讨论 复数 域 C 的 二 元 超越 扩张 的 性 质 . 以 下 C 表示 复数 域 ,z 为 C 上 超越 元 . 

若 1 为 C 上 与 4 代数 无 关 的 超越 元 , 则 易 知 ww,P 也 为 C 上 代数 无 关 的 超越 元 ,但 C2 ,7) 
为 CCw ,如 ) 的 代数 扩张 , 且 [CCwy 引 ;CG 二 碚 ; 若 洲 十 二 a,0 孜 a€EC,k,e€ 注 ,那么 1 与 4 
在 SC 上 是 代数 相关 的 .本文 讨论 在 此 情况 下 ,代数 扩张 CCu, 纪 /CCe ,2 的 性 质 , 其 主要 结果 
为 

定理 设 4 为 C 上 的 超越 元 ,ww* 士 {二 a,0 关 a€C,k,eE€. 信 , 则 ti 也 是 C 上 超越 元 目 与 & 
线性 无 关 . 又 令 B=CGu, 引 ,FF 二 COG) ,n€E. 洛 ,n 放 1, 则 有 

(1) 若 下 一 e, ,x)= 二 1, 则 二 (wu)， 

(2) 若 二 e 二 2, 则 当 为 偶数 时 ,8B 关 F，; 

(3) 帮 k= 二 e 二 2",m 人 个 , 则 对 于 n= 二 2l 十 1,LE. 少 ,有 =F; 

(4) 若 《二 2",e 二 27,m,pE 当 , 则 当 n 二 3 或 5 时 ,有 =F. 

我 们 通过 以 下 一 系列 命题 来 证 明 上 述 定理 .因为 C 是 代数 闭 域 且 a 关 0, 故 只 要 对 w 十 t 
二 1 的 情况 进行 讨论 即 可 . 

命题 1 若 ww 十 t= 二 1,k,e€- 注 , 则 tt 也 是 C 上 的 超越 元 . 

证 明 和 若 上 是 代数 元 ,那么 CC 是 C 的 有 限 单 扩张 , 设 [CC0):C]=s,s€. ECG)， 
1 线性 相关 , 故 存在 C 上 非 零 次 多 项 式 f(z),t 为 f(z) 的 根 , 也 就 是 说 
是 C 上 代数 元 . 故 世 =1 一 上 亦 是 C 上 代数 元 ,所 以 4 也 是 代数 元 ,与 4 是 超越 元 牙 盾 ,所 以 t 
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是 C 的 超越 元 . 

命题 2 设 w 十 t= 二 1,k,e€ .人 少 , 则 4,t, 在 C 上 线性 无 关 . 

证 明 设 4,t 线 性 相关 , 则 存在 不 全 为 0 的 复数 站 ,使 xz 十 lt 一 0, 不 妨 设 2 和 关 0, 则 有 
“十 | 一 全 | 一 1 是 C 上 代数 元 ,矛盾 . 故 * 与 :在 C 上 线性 无 关 ， 

命题 3 设 让 十 4 一 1E. 记 R=CGeP) ,其 中 rE ,rn 之 1. 若 ,nn) 二 1, 则 Clu,t) = 
Fl(u). 

证 明 ==1 一 ,ERO). 又 和 (k,n) 二 1, 故 存在 整数 s,! 使 5 十 二 1, .tL 二 +* 一 
人) ，( 人 ER) 从 而 Clu, 人 CCFC). 又 显然 FCw) 是 Clu,) 的 子 域 , 故 Cu,t) 二 FCu). 

注 命题 3 对 于 4,t 代数 无 关 的 情况 不 成 立 . 这 是 因为 Char CG,t)= 二 0, 此 时 CCu, 纪 亦 
是 F 的 单 扩 张 ,但 CG 站 了 关 FCw). 例如 令 了 二 CG,8), 则 Cu, 二 FGz 十 人 ,显然 TGu 十 让 天 FF 
(2 ) . 

命题 4 设 刀 十 二 1, 则 CCu,t) 关 CO ,7) ,LE 

证 明 我 们 先 证 明 Clu,it) 关 COE,&). 若 Clas) 二 Cw,82), 则 WECCW, 直 ,4 二 


f Qt) 
gm) 中， 


f Cu ,0) < 《| 四 &) 3 >》 aaa2 5 EE ny 0 ,a, 了 0， 
1 一 站 


gw ,6 ) = Dy bu sm 和 7Z, 几 之 0105 天 1005 EC， 


/一 0 


这 样 我 们 有 2 pa2j 一 >yaa2 ,su 是 C 上 一 个 2s 次 或 2m 十 1 次 多 项 式 的 根 , 矛 盾 . . 
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2EC(E 2)， 从 而 CC, 天 CC ,02). 

父 Cl, 外 ) 为 Cl, 如) 的 子 域 ,Clu,) 关 Cu ,7). 

引 理 设 w 十 ==] ,mE€ 广 则 ww24D 十 ?5 可 以 看 作 是 wt 的 一 个 不 超过 上 次 的 多 项 
式 , 其 路- 人. 

证 明 我们 对 上 进行 归纳 ， 

(一 1 时 ,zi 开 十 毕 一 (如 十 大 ) (2 一 在 十 在 ) 二 十 站 一 32 二] 一 3vttt 为 wt 的 一 次 多 项 
式 ， 

(二 2 时 ,uw* 十 6 二 (ut 十 2) (Cut 十 2) 一 ut (1 St) C1 — 9) — ut Cw) 一 
1 一 Suttt 十 Su2tt2 为 :的 二 次 多 项 式 . 

现 设 结论 对 于 不 超过 2! 十 1 的 奇数 成 立 ,! 宇 2, 我 们 来 看 2! 十 3 的 情况 

一 
2 一 uw [wD 十 #2 中 ,由 归纳 假设 ,wr 二 ?Yt92 与 ww2D 十 由 ?5 分 别 为 wit 的 不 超 
过 ! 次 与 /一 1 次 的 多 项 式 , 故 ww?*+3 十 43 为 wt 的 不 超过 /十 1 次 的 多 项 式 . 

推论 。 设 ww 十 六 = 二 1,k€E 让, 则 到 ?+5 十 上 ?+4 可 以 分 别 看 作为 w 与 的 不 超过 2 次 的 
多 项 式 , 其 中 4 .站 

命题 5 设 w 十 t= 二 1,k 二 2*,m 蕊 .人 注 , 则 对 任 奇数 4 二 2L 十 1,LE., 有 Cust) 二 CC ,be). 

证 明 记 有 =CGeb ,R= 二 Clw,P),n 一 2/ 十 1, 我 们 对 /进行 归纳 . 
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一 1 时， 过 十 本 一 1 一 3 teECG2 RN) 现 记 上 39 十 ro7E -做 1 委 7" 委 2. 则 xz 


RE CC ,0 uh"ECC 6), .WuECCu ,tL). 

外 二 二 (十 人 (一 3) ,在 一 如一 (uy) (Ww). “uttECOid), 人 从 而 4 ,1E CC , 0). 
故 /二 1 时 结论 成 立 . 

现 假定 对 于 小 于 2 十 1 的 奇数 结论 成 立 ,之 2. 我 们 来 观察 x 二 2L 十 1 的 情况 .由 推论 ,在 
F 上 存在 一 个 不 超过 2 次 的 多 项 式 以 * 为 根 , .ww 是 上 的 代数 元 . 设 y(z)ERLz 为 过 的 
极 小 多 项 式 , 则 deg y(z)=s 委 2/. 同 理 上 也 为 上 的 代数 元 ,其 极 小 多 项 式 的 次 数 为 同一 目 
然 数 s. 

为 方便 起 见 , 令 4 一 六 ,4 一 4 守则 4== CGw2t1)*E F. 又 设 h(z)==z?+1 一 4, 则 hz) 是 PF 上 
的 多 项 式 , 且 是 h(z) 的 根 , 故 gCz) 14Cz). 

将 ww 添加 到 上 ,那么 &(z) 在 FC(w) 上 可 分 解 为 ， h(z)==(z 一 41)(z 一 41e)*…(z 一 A412 )， 
其 中 1 一 se 2 是 2 十 1 次 单位 根 , 把 olz) 看 作为 Fiw) 上 的 多 项 式 , 则 由 gl(z)|hlz) 得 出 
g(7) = (zo Aa) Oo Aler) (lr Oo— Ae), 

…9(z) 的 常数 项 为 (一 1)4a+2 ,Ai1E FF. 同 理 , 对 同一 个 s 夺 21, 有 (8)'EF. 


若 2*s < 27 十 ] ， 出 | 12 十 1 一 2 一 一 F, 同 理 12+1-2 筷 Fr, 又 由 归纳 假设 ,B=CCu*+1-?":， 
1 


tt-2%) , 故 wtEF, 人 从 而 B= 二 Clu,) 二 =F. 

若 2*s 盖 2 十 1, 则 可 记 2*s== 《21 十 1)q1 十 7 ,其 中 ,iE 人 洛 县 0 声 7j 过 2 十 1. 我 们 说 71 一 
定 不 等 于 0, 否则 有 2*s= (2l 十 1)g, 2°|g1, 记 91 二 2"h,hE /， 0 s 二 (21 十 1)h, 但 s 声 24， 
蔬 逢 . “ri 关 0. 若 ”7 为 奇数 ,由 归纳 假定 ,B=Clw'i,0), 而 二 ce ER, 同 理 亿 EF, 
ut€EF, 故 二 F. 若 为 非 0 偶数 ,由 归纳 假定 ,B=COtT" 2 ), 而 WY 一 
到 一 各 二 LEp， 同 理 +t1-"EF, .vu,t,EF, 从 而 B= 二 FF. 


综 上 所 述 , 当 ww 十 人 = 二 1 时 (mE 人 洛 ) ,对 一 切 奇数 4 二 21 十 1,L€E 人 ,有 Clus,t)= 二 Cw ,2). 
命题 6 设 w 十 tf 二 1,k 二 2"*,e 二 27,mm,pE€, 则 Clu,t)= 二 Cv,t3). 
证 明 记 f=CCw,6) ,b= 二 2"-!,e1 二 21-1 
‘=eEFR, .EF 下 证 wrF. 
2 =391 二 71 ;27 二 89s 十 ?2 ,91992971972 EZ 日 1 委 > ,7 和 2, iitr 一 
分 4 种 情况 讨论 : 
(my2 同 为 偶数 ,此 时 必 有 771=7: 二 1, .wiEF. 又 此 时 mw 一 1,p 一 1 为 奇数 , 故 有 
b=2"" 一 3 十 2,e 一 2 一 312 十 2 人 0 
一 《人 (5()2EG 
Ga)mm2 辣 为 奇数 , 则 必 有 7 二 ?y= 二 2, .22EF,wEF. 又 此 时 mx 一 1,7 一 1 同 为 偶数 , 故 


ese 我们 


有 
k=2" ! = 二 8h 十 ] ,el 二 2 1 一 3h 十 1 ,hi ,hE 2Z, 
“i NA) ER. 
(说)m 为 偶数 ,yp 为 奇数 , 则 必 有 7 二 1,72 一 2, EF,wtEF. 又 此 时 二 3 十 2,ei 二 
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3h2 十 1 his hE PD, uo) ER. 
( 纪 )m 为 奇数 ,yp 为 偶数 , 则 必 有 7 二 2,7s 二 1 ,UEF, 同 GD) 可 证 ut EF. 
义 十 全 二 十 的) 一 3w1 人 人)EFR, Ui 十 外 EF, 同 理 一 掉 EF wis 人 EF. 若 汉 
为 偶数 , 则 刀 ==w 入 EF, .wu€EF; 车 为 奇数 , 则 4=wh-%E FF. 同 理 ,t€ F. 从 而 有 
CC 一 CC ,8). 
命题 7 设 w 二 ==1,k=2"*,e= 二 9?,m,pE, 则 Clu,t) = 二 Cu ,5)， 
证 明 记 屎 一 CC 下) ,k= 二 2 ~!1 ,el 一 2! 
ut 二 = (vt) Ct Bu CD) 1 ut Du’t 
(ER, ut wtEF. Mi ut — w=b ,bEF. 
X= ut ) Cy ) ut 
= (1 3) CGF) +u tu —t) 
= (Wt) du ur) = mot) G1)— Wt], 
1 du ) +1) 4 1 + tut) 
= (1— wt) [Cb 6b+1)— dbut | 
二 (十 65 十 1) 一 4C5 十 786 二 we 二 16bt2 
二 《175 十 65b 十 1) 一 4 十 36 十 utEF. 


夺 久 十 35 十 1 二 0, 则 Be .wb 为 C 上 方程 2? 一 x 一 b= 二 0 的 根 , .wt ER 


下 面 证 明 ww 本 ER, 并 由 上 比 得 出 ,it€EF. 

记 £ 二 2"= 二 5q 十 ?1,6 二 27 二 5qz 十 ?yy 其 中 gy92y71,72EZ 月 17 7 人 4 1 一 
CER. 我 们 对 m.4 分 几 种 情况 进行 讨论 ， 

(Dm 夺 0(4) 寺 yp, 此 时 必 有 2" 三 1(5) 圭 2! 且 4 寺 3(5) 寺 0 ,所 以 二 1s 二 1 ,从 而 wt 二 
EF. 

记 生 二 5h 十 3,61 二 5hzs 二 3 ,hh EZ, 则 t= GF) M4) EF. 

a EF Mm) EF, 
十 个 从 而 坟 ,本 EEF. 此 时 开 二 -和 EF， “ER. 同 理 it€ Ff. 改 得 到 Clu,t) 二 
F. 

()m 三 1(4) 夺 ,此 时 必 有 2" 夺 2(5) 圭 27 ,2"-! 二 1(5) 寺 2 !， 

m 夺 2(4) 夺 yp, 此 时 必 有 2" 寺 1(5) 寺 2',2"! 寺 2(5) 二 2 1， 

mm 三 3(4) 尘 pp, 此 时 必 有 2" 寺 3(5) 圭 2?,2"-! 寺 4(5) 寺 921. 

类 似 于 (的 证 明 , 都 可 以 得 出 吉 机 EF, 且 可 以 证 明 4,iET. 

(Wm 二 0(4) ,yp 三 1(4), 则 2" 夺 1(5),2? 寺 2(5),2?"! 二 3(5),2! 三 1(5), 71 二 1 72 二 2， 


琢 好 E ,4 一人, 一 (W)C6)%(wt) EF. 由 (i) 的 证 明 方法 可 得 出 ,HEF 目 
可 证 明 如 ,LE 8, 故 utEF. 

(mn 区 4) ,yp 三 7(4) ,0 人 1 关 7 和 3, 类 似 于 ,G2 的 证 明 可 得 出 澡 ,ER 且 可 证 明 4, 
EF. 

综 上 所 述 , 若 十 人 二 1,m,p€E 人 A , 则 CGu,t) = 二 Cus ,85). 
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定理 的 证 明 : 由 命题 1 一 4 及 命题 5 一 7, 定 理 得 证 . 

附注 ”我 们 猜测 

(1) 设 让 十 此 一 1 一 CO) ,LmEY,R>1, 若 C0)=F(0), 则 (GE,x)=1. 
(2) 设 十 人 二 1 则 CQ 人 = 二 CO? ,+1) LE 
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ON PROPERTY OF EXTENSION FIELD WITH TWO VARIABLES 
OVER COMPLEX NUMBER FIELD C 


Xiong Shengli Zeng Xianquan 
(Department of System Science &. mathematu.. Zhengzhou Unuersiy) 


Abstract lt is important to research the field extension by the way of discussing the algebraic 
extension over the transcendental extension field over C, In this paper we consider the following 
problem ，Let wu be a transcendemtal element over C, wt =a, where 0 天 EC，then what can we 
say about the algebraic extension of C(u,t)/C(u ,bt). We prove that for some triples (k,ec,n), C 
(ut) = Cu ,6e). 
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